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Zastosowanie metody elementéow brzegowych
do analizy ruchu filtracyjnego

1 Wstep
Przeptywy w osrodkach porowatych majg zazwyczaj charakter laminarny. Plaski ruch
wod gruntowych dla jednakowego wspélczynnika filtracji k w calym obszarze jest
przeptywem potencjalnym opisanym réwnaniem Laplace’a [1,2]:
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gdzie h jest to wysoko$¢ rozporzadzalnego naporu strugi cieczy w dowolnym punkcie.
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Sktadowe wektora predkosci ¢, oraz ¢, sg pochodnymi potencjatu predkosci ruchu
filtracyjnego ¢ =—kh [1,2]:
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Po uwzglednieniu zalezno$ci (2) i (3) w réwnaniu (1) ruch filtracyjny mozna
przedstawi¢ w funkcji potencjatu predkosci:
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a_¢ + a_¢ = ()
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Réwnanie (4) najczesciej rozwiazywane jest metodami siatkowymi takimi jak: metoda
réznic skonczonych [3,4,5], metoda elementéw skonczonych [6,7] czy metoda objetosci
skonczonych [8]. Stosowanie tych metod wigze si¢ z budowa pracochtonnych siatek. W
pracy przedstawiono alternatywne rozwigzanie réwnania (4) metoda elementéw
brzegowych, ktéra nie wymaga budowy siatki.

“

2 Brzegowe réwnanie catkowe opisujace ruch filtracyjny
w zagadnieniach dwuwymiarowych

Zagadnienie brzegowe dla réwnania rézniczkowego (4) formuluje si¢ w postaci
ztozonego warunku brzegowego Dirichleta i Neumanna zakladajacego znane wartosci

potencjalu predkosci ruchu filtracyjnego (T)(q):—kh na czesci brzegu L, (qe L,)
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i znane warto$ci pochodnej normalnej potencjatu predkosci 5,,(‘1):@ na czesci
n

brzegu L (qe L, ) (rys. 1).

Rys. 1. Szkic do analizy zagadnienia brzegowego w obszarze ptaskim
Fig. 1. Sketch to consideration of boundary conditions

Rozwiazaniem réwnania Laplace’a (1) jest réwnanie catkowe [9]:
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gdzie dla brzegu gladkiego y(p)=1/2 oraz:
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Po wyznaczeniu ¢(p)oraz ¢(p) potencjal predkosci w dowolnym punkcie (pe A)

rozpatrywanego obszaru (A) wyznacza si¢ ze zwigzku catkowego:

9@ =- [ J@EP.@)dL+ [ c(@K(p,q)dL

) @ (6)
(@e L), (PeA)

Wobec zaleznosci (2) i (3) sktadowe predkosci w kierunku x i y w przyjetym uktadzie

wspélrzednych w punktach (p) rozpatrywanego pola predkosci w obszarze (A)

ograniczonym brzegiem (L) otrzymuje si¢ rozniczkujagc wyrazenia podcatkowe

w wyrazeniu (6) odpowiednio wzgledem x i y:
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Modut sktadowej predkosci jest rowny:

c(B) = (e, () +(cy (0’ (®)

Linie pradu dane sg zalezno$ciami [10]:

d¥ = ¢, (p)dy —c, (p)dx ©)
Analityczno-numeryczna metoda wyznaczenia linii pradu polega na scatowaniu jader
catkowych metody MEB zgodnie z (9). Po uwzglednieniu sktadowych predkosci (7)
w (9) potencjat pradu w ruchu filtracyjnym wynosi:

¥p) =~ [ QW ®.9)dL+ [ ¢, (@SP.q)dL+C
(L) () (10)

(@e (L), (Pe®)

gdzie, C jest to stata calowania wyznaczana z warunkéw brzegowych.

1 —
S(p.q)=—-——arctg [y"y“] ; (10a)
2r Xy, Xy
1 Oy =xn, —(y, —y)n,
W(P’Q)——g rpzq . (10b)
3 Weryfikacja wyznaczania ruchu filtracyjnego metoda elementéw

brzegowych w zagadnieniach ptaskich

W celu wykonania weryfikacji algorytmu zostata napisany w jezyku Fortran program
komputerowy ,,GROUND FLOW 2D”. Jako zagadnienie testowe przyjeto przeplyw
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réwnomierny pod ci$nieniem (rys. 2) w piasku gruboziarnistym o wspétczynniku
filtracji k=0.06 [cm/s], przy zatoZzeniu réznicy ci$nien miedzy rurkami
piezometrycznymi wynoszacej 0.519 m st.w.
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Rys. 2. Warunki brzegowe w rownomiernym przeptywie wod gruntowych
Fig. 2. Sketch to boundary in a ground-water flow
Predkos¢ filtracji ze wzoru analitycznego [1]:

:k(h‘;—hl)zkATh (11)
gdzie: 1=1[m] jest dtugosciag warstwy przepuszczalnej, gdzie jest mierzona réznica
ci$nien Ah w rurkach piezometrycznych 1 i 2, natomiast k — jest to wspélczynnik
filtracji dla piasku gruboziarnistego.

Cr

Liczba Reynoldsa wynosi 3 i zostala wyznaczona z nastgpujacego wzoru [10]:
c,d

173
vm

Re= (12)
gdzie: d=0.2[m] jest to $rednica ziaren gruntu, m=0.004 [cm] jest wspdéiczynnikiem
porowatosci dla piasku gruboziarnistego, V= 0,01307[cm?*/s] jest wspoétczynnikiem
lepkosci kinematycznej przeptywajacej wody przez warstwe przepuszczalng, natomiast
cr jest to predkos¢ przeptywu wyznaczona ze wzoru (11).

Obliczenia wykonano dla brzegu sktadajacego sie z 16, 32, 64, 128, 256 oraz 512
elementéw. Funkcje podcatkowe (5a-b), (7a-b) oraz (10a-b) obliczono catkowaniem
numerycznym metodg trapezéw przy zalozeniu 5 trapezow na pojedynczym elemencie.
Blad rozwigzania metody elementéw brzegowych dla predkosci wyznaczono
z zaleznosci:

Cr ~Cymes

Cr

OCyps =

£100%, (13)

gdzie: cypp oznacza predko$¢ wyznaczong metodg elementéw brzegowych, natomiast
cr jest to predko$¢ wyznaczona z rozwigzania teoretycznego (11).
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Tabelaryczne zestawienie poréwnania rozwigzania numerycznego i teoretycznego
wypadkowe;j predkosci znajduje si¢ tabeli 1.

Tab. 1. Wypadkowa predkosci - blgd rozwigzania MEB

Tab. 1. Velocity — error analysis applied in BEM

LP| Liczba Rozwigzanie Rozwigzanie Blad roz.
elementow teoretyczne MEB MEB
n Cr CMEB o CMEB
- - cm/s cm/s %
1 16 3,112099800E-02 | 3,160165392E-02 | 1,544474634E+00
2 32 3,112099800E-02 | 3,124440027E-02 | 3,965241410E-01
3 64 3,112099800E-02 | 3,115122701E-02 | 9,713380657E-02
4 128 3,112099800E-02 | 3,112750708E-02 | 2,091539609E-02
5 256 3,112099800E-02 | 3,112188408E-02 | 2,847209463E-03
6 512 3,112099800E-02 | 3,112078459E-02 | 6,857427901E-04

W przypadku brzegu sktadajacego si¢ z 16 elementéw btad metody MEB wynosi okoto
1.5 %, natomiast trzydziestodwukrotne zwigkszenie ggstoSci powoduje zmniejszenie
tego bledu do wartoéci 0.0007 %. Wraz ze wzrostem podzialu brzegu biad metody
elementéw brzegowych maleje.

4 Przyktady obliczeniowe

Ponizej przedstawiono przyktady obliczeniowe symulacji ruchu filtracyjnego migdzy
dwiema  warstwami  nieprzepuszczalnymi z  prostokatnym  wglebieniem
oraz prostokatnym uwypukleniem. Do obliczen przyjeto wspétczynnik filtracji k=0.06
[cm/s] oraz réznice cisnien 0.519 [m st.w].

Na rysunku 3 wykreslono linie pradu wyznaczone metoda elementéw brzegowych
dla przeptywu nad prostokatnym wglebieniem, natomiast rysunek 4 przedstawia pole
predkosci obliczone MEB.

Na rysunku 5 przedstawiono rozwiazanie numeryczne MEB linii pradu dla przeptywu
nad prostokatnym uwypukleniem, natomiast na rysunku 6 pole predkos$ci wyznaczone
MEB.
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Rys. 3. Rozwigzanie numeryczne MERB linii prqdu przeptywu miedzy dwiema warstwami
nieprzepuszczalnymi z zadanym prostokgtnym wglebieniem

Fig. 3. BEM solution- streamlines flow between two impenetrable planes with a
rectangle cavity
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Rys. 4. Rozwigzanie numeryczne MEB pola predkosci przeptywu miedzy dwiema
warstwami nieprzepuszczalnymi z zadanym prostokqtnym wgtebieniem

Fig. 4. BEM solution- velocity flow between two impenetrable planes with a rectangle
cavity
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Rys. 5. Rozwigzanie numeryczne MERB linii prqdu przeptywu miedzy dwiema warstwami
nieprzepuszczalnymi z zadanym prostokgtnym uwypukleniem

Fig. 5. BEM solution- streamlines flow between two impenetrable planes
with a rectangle protrusion
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Rys. 6. Rozwigzanie numeryczne MEB pola predkosci przeptywu miedzy dwiema
warstwami nieprzepuszczalnymi z zadanym prostokgtnym uwypukleniem
Fig. 6. BEM solution- velocity flow between two impenetrable planes
with a rectangle protrusion

5 Podsumowanie

Ze wzgledu na mate predkosci przeptywu filtracyjnego mozliwe jest stosowanie teorii
ptynu idealnego w analizie ruchu filtracyjnego. Przedstawiony algorytm metody
elementéw brzegowych pozwala efektywnie przeprowadza¢ symulacje przeptywu
cieczy w osrodkach porowatych, gdyz charakteryzuje si¢ duza doktadno$cia. Gléwne
zalety metody elementéw brzegowych w stosunku do czgsto stosowanych
w przeptywach filtracyjnych metod siatkowych to: brak budowy pracochtonnych siatek
a takze duza szybkos$¢ obliczeniowa.
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Streszczenie

W pracy przedstawiono zastosowanie metody elementdow brzegowych (MEB)
w plaskim ruchu filtracyjnym wéd gruntowych. W celu wykonania symulacji napisano
autorski program obliczeniowy ,,Ground Flow 2D”. Walidacja zaimplementowanego
algorytmu zostala przeprowadzona w oparciu o réwnomierng filtracje ci$nieniowa.
W publikacji przedstawiono przyktady obliczeniowe ruchu wdéd —gruntowych,
dla ktérych nie sa znane rozwigzania analityczne.

Application Boundary Element Method
to the analysis of groundwater flow

Summary

The paper deals with modeling of groundwater flow using Boundary Element Method.
This algorithm can be used to simulation laminar flow in ground with constant
hydraulic conductivity. The efficiency and the credibility of proposed algorithm were
verified by numerical tests and were compared with analytical solution. Results
of numerical examples are presented. Computer program ,,Ground Flow 2D” was
written in Fortran programming languages.

Opracowanie zrealizowano w ramach pracy statutowej nr S/WBiI$/5/2011.
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